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 The solution of differential equations constitutes a fundamental problem in 

applied mathematics, playing a crucial role in modeling natural phenomena. 

Despite the high significance of analytical methods in providing exact 

solutions, many differential equations lack closed-form solutions. Therefore, 

the utilization of approximate methods as an effective and flexible alternative 

becomes essential. The research methodology is library-based, with 

information extracted from reputable scientific sources, including 

ScienceDirect, IEEE, Scopus, and Google Scholar. The software Publish or 

Perish was employed for the systematic collection and rigorous evaluation of 

scholarly references. This study adopts a mixed-methods approach 

(quantitative and qualitative), and the analysis is conducted through 

empirical comparisons among methods such as Taylor series, Euler, Runge–

Kutta, and numerical modeling techniques. Findings indicate that analytical 

methods are effective and efficient in providing a precise theoretical 

framework and in explaining phenomena, yet they exhibit limited efficiency 

in solving complex problems. Conversely, approximate methods, despite 

their inherent errors, offer greater flexibility and computational speed, 

making them more suitable for practical applications. The most significant 

outcome of this investigation is that a judicious combination of analytical 

and approximate methods can enhance computational accuracy, improve 

stability, and reduce computational time in the numerical solution of 

differential equations. The present study is particularly important as it not 

only elucidates the capabilities and limitations of each approach but also 

provides a framework for optimal selection or integration of methods 

applicable in scientific and industrial contexts. 
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 لسیهای تحلیلی و تقریبی برای حل معادلات دیفرانروش ۀمقایس 

 ،* 1 پوهندوی عبدالبصیر دلجوی

 دیپارتمنت ریاضی، پوهنحی تعلیم و تربیه، پوهنتون سمنگان. 1

 basir.deljuy@gmail.com   نویسنده مسؤول: *

 

(,  1)۳  ،لسیهای تحلیلی و تقریبی برای حل معادلات دیفرانروش   ۀمقاسی  (.1۴۰۴).ع  ،دلجوی  دهی:مرجع

1۴5-129. 

 چکیده  کلمات کلیدی

عههههه   ،   ههههه  بهینهههههه هههههههههههههههها  ،  ههههه   سه

رو  هههههههههههه ههههههها ی،  رو    محهههههههاسه   تحلیلی، 

 تقریبی، معا لات  یفرانسی .

   معا لات  یفرانسی  یکی ا  مسائ  بنیا    ر ریاضیات کاربر   اس  که نقش کلی    ر   

   ها  تحلیلی  ر ارائه کن . با وجو  اهمی  بالا  رو ها  ط یعی ایفا میسههههههههههههها     ی   مو ل

رو،    تحلیلی هسههههههههههنن . ا  ای ها    یق، بسههههههههههیار  ا  معا لات  یفرانسههههههههههی ،  ا   را  جواب

بهههاشههههههههههههههه .   ههه یر ضهههههههههههههرور  میعنوان جهههاینییمی م ور و انع ههها هههها  تقریبی بههههگیر  ا  رو بهر  

ته  و منهاب  معت ر میتو لوژ  تحقیق بر  هایهه رو  کتهابههانهه
ت
ا  اسهههههههههههههتوار بو   و اطوعهات ا  ک

جههه  اسهههههههههههههتهرا  گر یهه   و  Google Scholar و    Science Direct  ،IEEE  ،Scopusعلمی نظیر  

اسهههههههههههههتفها   بهه عمه  آمه .  Publish or Perishا یار نرمنهاب  علمی ا  آور  و ار یهایی   یق مجم 

صهههههههههههههورت ترکیبیطکمی و کیفی  طرالی شهههههههههههههه   و تحلیه  معلومهات بها اسهههههههههههههتفها   ا  ای  تحقیق بهه

هههههها   کوتههههها  و ت نیههههه -ههههههانی رون سهههههههههههههر  تیلور، اویلر، روننههههههمقهههههاجسههههههههههههههههه  تجریی میهههههان رو 

ها  تحلیلی  ر ارائه  ه  که رو ها نشهههههههههان میسههههههههها   ع    انجام گر ته اسههههههههه . یا تهمو ل

ها م ور و کارآم  هسههنن ، اما  ر    مسههائ   رارروب نظر    یق و  ر شههرو و توضههیی   ی   

کههههارانی محهههه و    ارنهههه .  ر مقههههابهههه ، رو  ههههها  تقریبی بهههها وجو  اات و هههها ار وو ،   یچیهههه   

تری  ننیجه   . مهم  یر  و سهههههههههههههرع  بالاتر   اشهههههههههههههته و برا  کاربر ها  وا عی م ورترنانع ا 

توان  موج  ا یاجش ها  تحلیلی و تقریبی میای  بررسههههههههههههی آن اسههههههههههه  که ترکی  مناسههههههههههه  رو 

  هه  محههاسههههههههههههه هها ی، به و   ههایهه ار  و کههاهش  مههان  ر  هه  عهه    معهها لات  یفرانسهههههههههههههیهه  گر  .  

ها  هر  ها و مح و ی سهاونن  ابلی اهمی  تحقیق  اضهر  ر ای  اسه  که عوو  بر روشه 

توانهه   ر کههاربر هها    ههه  کههه میههها ارائههه میروی ر ، الگونی برا  انتهههاب یهها ترکیهه  بهینهه  رو 

 .علمی و صنعتی مور  استفا    رار گیر 
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 مقدمه 

از مسا از مرتبۀ  معادلات دیفرانسیل در بسیاری  کاربرد دارند. یک معادلۀ دیفرانسیل  به  nئل  ، در حالت کُلی 

)                              باشد:صورت زیر می ) 0( , , , ,...., )nf x y y y y =  

)ور از حل آن پیدا کردنِ تابعو منظ )y x  در آموزش و  .  (1388نیکوکار،  )است که در معادلۀ فوق صدق کند

حلیلی برای یافتن  های تگیری از روش ها معطوف به بهرهتحلیل معادلات دیفرانسیل، بخش قابل توجهی از تلاش

بندی معادلات و تعیین مواردی که قابلیت حل تحلیلی ها معمولاً با دسته. این تلاشباشد ا می هپاسخ دقیق آن

ویژه معادلات غیرخطی یا با شرایط پیچیده، یا  شود. با این حال، بسیاری از معادلات دیفرانسیل، بهدارند آغاز می

گردد. بنابراین،  قدری پیچیده است که استفاده عملی از آن دشوار میها بهحل تحلیلی هستند یا پاسخ آنفاقد راه

 . ( (Iserles, 2018ناپذیر استهای عددی و تقریبی در چنین مواردی اجتنابگیری از روش بهره

را در دو توان آن لی میطور کُاند که بههای مختلفی برای حل معادلات دیفرانسیل توسعه یافته روش        ها 

های تحلیلی  روش ی است جای داد.های تقریبی یا عددهای تحلیلی و روشروشکه عبارت از؛  ی اصلی  دسته 

روش تغییر   پذیری،روش تفکیک  ریاضی مانند   هایا با استفاده از تکنیک دقیق معادله ر  جوابکنند تا  تلاش می

با این حال، در بسیاری از موارد .  (Kreyszig, 1993)ددست آورن های توانی، تبدیل لاپلاس و ... بهمتغیر، سری

به به منجر  یا  نیست  ممکن  تحلیلی  حل  یافتن  پیچیده،  مرزی  شرایط  دارای  یا  غیرخطی  معادلات  در  ویژه 

های عددی جایگزینی  چنین شرایطی، روش  رد (Ahmadi, 2012).دشوهایی پیچیده و غیرکاربردی میپاسخ

روش سری تیلور، گام مانند  بههای گامگیری از الگوریتمها با بهرهدهند. این روشپذیر ارائه می  مؤثر و انعطاف

روش اویلر،  چندگامی،  روش  محدود،   Runge-Kutta روشهای  تفاضل  روش  ارائه  جوابو  را  تقریبی  های 

 ,Burden & Faires)دتوانند به حل دقیق بسیار نزدیک شونسازی، میدهند که با افزایش دقت گسسته می

از آن   تاًها ذاهرچند این روش.  (2010 ها برای حل مسائل واقعی بسیار  تقریبی هستند، اما در عمل بسیاری 

اطمینان قابل  و  کاربرد  .(1۳9۴)منصور،  دانکاربردی  فزاینده  رشد  به  توجه  دیفران  با  مسائل  معادلات  در  سیل 

های تحلیلی و  های اخیر توجه بسیاری از محققان به سمت ترکیب روشو اقتصادی، در دهه  پیچیده صنعتی

 ,Abbasi & Soleimani)تتر، پایدارتر و کارآمدتر جلب شده اسهایی دقیقحلعددی برای دستیابی به راه

رویکرد، بخش .(2018 این  به  هاییدر  قابل حل هستند جدا میکه  تحلیلی  برای قسمتصورت  و  های  شوند 

های  های هوشمند مانند الگوریتمشود؛ یا حتی از روشهای عددی استفاده میتر از روشغیرقابل حل یا پیچیده

شبکه  میژنتیک،  استفاده  کارایی  و  دقت  افزایش  برای  مصنوعی  عصبی   & Hosseinzadeh)دشوهای 

Mohammadi, 2023) . 

پایداری، هزینه زمانی و پیچیدگی محاسباتی  یکی دیگر از چالش        های مهم در این زمینه، ارزیابی دقت، 

ی خاص به عواملی  است. در عمل، انتخاب روش مناسب برای حل یک معادله  معادلات   های مختلف حلروش

 د.و نیاز به دقت بالا یا سرعت اجرا بستگی دار  خطی(، مرتبه، شرایط اولیه و مرزی)خطی یا غیرچون نوع معادله

تواند  یک روش خاص می  ژییدر بسیاری از موارد مشاهده شده است که ترکیب چند روش و یا انتخاب استرات
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از مرور با بهرهمطالعه حاضر،    .(Behrami, 2015)دبه بهبود کارایی و کاهش خطا در حل منجر شو گیری 

است. روش تحقیق، ترکیبی از تحلیل کیفی و کمی بوده    صورت گرفتهای،  کتابخانه  علمی به روشمعتبر  منابع  

های عددی نوین بر اساس معیارهای مشخصی چون دقت، های تحلیلی کلاسیک در کنار روشکه در آن روش 

 .اند پایداری، هزینه زمانی و پیچیدگی محاسباتی ارزیابی شده

نهانجام  تحقیق        قابلیتشده  از روشها و محدودیتتنها به درک بهتر  های تحلیلی و عددی  های هر یک 

دهد که در  نشان می  بررسیدهد. نتایج این  پیشنهاد می  ها نیزانجامد، بلکه راهکارهایی برای ترکیب بهینه آن می

تواند منجر به بهبود چشمگیر در عملکرد حل عددی معادلات دیفرانسیل  بسیاری از موارد، رویکرد ترکیبی می

سازی ریاضی سروکار دارند، بسیار ارزشمند دلوهای مختلف با مبخش که در    محقِقانهایی برای  افته شود. چنین ی

این   توانچنین میهم  .های حل مناسب فراهم آوردی روشتواند راهنمایی مؤثر در انتخاب و توسعهاست و می

های هوشمند و ترکیبی جدید دانست که بتوانند ی الگوریتمساز تحقیقات آینده در جهت توسعه را زمینه   تحقیق

 .تری به مسائل پیچیده ریاضی ارائه دهندگویی بهتر و سریعپاسخ

 روش تحقیق مواد و  

ای مبتنی بر رویکرد کتابخانه  و مطالب مُفید،  هادادهبا توجه به اهداف تحقیق و اهمیت موضوع، روش گردآوری  

پایگاه از  منابع علمی معتبر  و   ،Science Direct  ،IEEE Xploreنظیر    علمیهای  بوده است. اطلاعات 

Scopus   و  Google Scholar   تحلیل جامعیت  و  دقت  افزایش  جهت  و  گردیده  از  استخراج  ها، 

ها و مقالات مرتبط لیه کتاببرای بازیابی و ارزیابی مقالات استفاده شده است. کُ   Publish or Perishافزارنرم

بندی علمی، در  شده پس از طبقهاستخراج  مطالبصورت دقیق مورد بررسی و تحلیل قرار گرفتند و با موضوع به

ارائه گردیدند یافته  .چارچوب مفهومی تحقیق  تقویت  بر آن، جهت  از روش تحقیق  علاوه  و    )کمیترکیبیها، 

مند  ورت نظامصبه نتایج و  هاداده برخی نظری، محتوای  تحلیل کنار  در که گونهبدین. است شده  استفاده ( کیفی

ارزیابی کمی  روشدگذاری و تحلیل شدند. بنابراین،  کُ از تحلیل محتوای کیفی و  شناسی این تحقیق تلفیقی 

 .نهاده شده است ء مطالعات پیشین بنامند منابع معتبر است که در قالب مرور نظام

 نتایج و بحث 

ای را که شامل رابطه بین یک متحول، یک تابع مجهول و یک یا چند مشتق آن باشد معادلۀ دیفرانسیل معادله

 باشد: در حالت کُلی به صورت زیر می nنامند. یک معادلۀ دیفرانسیل از مرتبۀ می

                           ( )1( ) ( )
0 ...... (1), , , , ...., −

==  n nf y y y yxy 

)تابعی به صورت دریافت  (  1از جواب معادلۀ )  ورمنظو   )y x    ،است که به طور پیوسته در یک انتروال معلومn 

باشد، جواب عمومی آن شامل    nاگر معادلۀ دیفرانسیل از مرتبۀ    ( صدق کند. 1پذیر باشد و در معادلۀ ) بار مشتق

n  .هر معادلۀ دیفرانسیل که به صورت تحلیلی حل گردد؛ دارای سه نوع جواب   پارامتر یا ثابت دلخواه خواهد بود

باشد. جواب عمومی بعد از حل معادله  بوده که عبارت از جواب عمومی، جواب خصوصی و جواب غیر عادی می
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آید که نظر به مرتبۀ معادلۀ دیفرانسیل شامل تعداد پارامترها است. جواب خصوصی معادلۀ دیفرانسیل  به دست می

ل، جوابی آید. جواب غیر عادی معادلۀ دیفرانسی جوابی است بدون پارامتر و همیشه از جواب عمومی به دست می

مثلاً در معادلۀ   (.1396حسین،)غلامهای جواب عمومی مماس باشد است که منحنی نمایش آن بر تمام منحنی

2دیفرانسیل  2(1 ) 4y y =+  از عبارت  معادله  عمومی  جواب   ،2 2( ) 4x c y+ خصوصی −= جواب   ،

2معادله عبارت از  22( ) 4x y+ 2yو جواب غیر عادی معادله عبارت از−= =  باشد. می 

 
 .(1388)نیکوکار، : نمایش دسته منحنی توسط جواب غیر عادی1شکل

طور  حل معادلات دیفرانسیل بهو    انجنیری و علوم کاربرد دارد  معادلات دیفرانسیل در بسیاری از مسائل       

 .شودها توضیح میدر ذیل هر یکی از این روشکه . گیردصورت می عددی یا تقریبی تحلیلی و روشلی به دو کُ

 های تحلیلی حل معادلات دیفرانسیل به روش .1

توان معادلات  ها میهایی هستند که به کمک آنهای تحلیلی برای حل معادلات دیفرانسیل، شامل تکنیکروش

حل دقیق برای ها، هدف یافتن یک راهروشاین  در های ریاضی حل کرد. رمولوطور دقیق و با فدیفرانسیل را به 

و استفاده    های ریاضیاتیفاده از تکنیک ها معمولاً به معنای استسازی در این روشمعادله دیفرانسیل است. بهینه 

هایی دقیق و عمومی برای معادلات  حلدنبال یافتن راهها معمولاً بهاین روش  .های خاص معادله استاز ویژگی

ند.  هست  استوار   یو هندس   مثلثاتی،  یجبر الروابط  از جمله    کیریاضیمختلف  دیفرانسیل هستند و بر پایه قواعد  

 .شودها پرداخته میهای آنهای تحلیلی و ویژگیترین روشمهمبعضی از به  ذیل در

وابسته که   حولمستقل و یک مت  حولمعادلات دیفرانسیل با یک مت  :پذیرتفکیکمعادلات دیفرانسیل . 1- 1

توان به  سازی، میها و انجام یکپارچه حولبا تفکیک مت.  شودپذیر گفته میمعادلات تفکیک قابل جداسازی باشند

1مثلاً اگر داشته باشیم    .راحتی به حل معادله رسید 2( , ) ( ) ( )f x y f x f y=1آن  که درf   تابعی تنها از

x  2وf  تابعی تنها ازy (:1388نیکوکار، )باشد، در این صورت داریم که 

     1 2 1
2 2

...... (2)( ) ( ) ( )
( ) ( )

/ /=  = 
dy dx dy

f x f y f x
dx f y f y

dx 
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)0اگر یک معادلۀ دیفرانسیل :  معادلات دیفرانسیل خطی.  2- 1 , ) ( , )QP y dx y dyx x+ را بتوان  =

)یا و  به صورت ) ( )+ =f
dy

y q x
dx

x ،اگر  آن را خطی گوییم. نوشت( ) 0=q x   باشد، معادله متجانس و

 آید. جواب عمومی معادلۀ فوق طور ذیل بدست می. باشدنا متجانس می صورتدر غیر این

 اگر معادلۀ دیفرانسیل خطی متجانس باشد، آنگاه: اول:  

1

( )

ln

/

( ) 0 ( )

( )
−

+ = = − +

 == − →





C

f x dx
C

y dx

ydx

f f

f

dy
y

dx

dy

y

x x

ex
 

 اگر معادلۀ دیفرانسیل خطی نامتجانس باشد، آنگاه: دوم:  

( ) ............( ) ( ) ( )0+− =y f x x dx dyq 

)معادلۀ  ) در حالت کُلی از نوع متغیرهای از هم جدا و متجانس نیست، لذا شرط کامل بودن را بررسی می-

)                                       کنیم:    ) , 0= =
 

 

QP
f

y x
x 

)و چون معادلۀ )  ًآن را با فکتور انتیگرال که تابعی تنها از کامل نیست بناءx    به صورت
( )=

f x dx
F e  

 (.1391خلیلی،)کنیمباشد ضرب می می

                    و چون

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( ) ( )
............ ( )

( ) ( )

( )

( )

  
 
 

   = 
 

  = 
 

+

+

=
f x dx f x dx

f x dx f x dx f x dx

f x dx f x dx
i

dy
y f x q x

dx

d dy
y y f x

dx dx

d
y q x

dx

e e

e e e

e e

 

)طرفین رابطۀ  از )i  نسبت به( )x داریم که: گیریم و انتیگرال می 

( ) ( )
( )  += 

f x dx f x dx
cy q xe e 

 

( ) ( )
( )

−    +
  

= 
f x dx f x dx

cy q xe e 

)ض  با فر )( )=  f x dxg x   جواب عمومی معادلۀ دیفرانسیییل خطی( ) ( )+ =f
dy

y q x
dx

x  توسییط

)                           آید.فورمول ذیل به دست می ) ( )( )− − +
 

= 
g x g x cy q xe e 
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ها  ای است که در آن توان متحولمعادلۀ دیفرانسیل غیر خطی معادله : معادلات دیفرانسیل غیرخطی. 3- 1

نباشد.   ثابت  یا ضریب متحول  باشد  از یک  و معادلات دیفرانسیل غیرخطی  متفاوت  ندارند    معمولاً حل دقیق 

استفاده یا  به معادلۀ خطی  تبدیلات مناسب    ممکن است به کمک  سازی یا خطی شوند،  توانند به سادگی جدانمی

مت تغییر  روشحولاز  تبدیلها،  یا  و  تقریبی  به حل ریاضی  خاص  های  های  تقریب  معادله  برای  احتمالی  های 

معادلۀ    .پرداخته شود مثلاً 
1 1 11
2 0(1 )y y y y ++ − =    باشد.یک معادلۀ غیر خطی درجه دو می  

معادلۀ درجه اول طور ذیل تبدیل    2از تبدیلات ریاضی استفاده کرده معادلۀ درجه دو را به    برای حل این معادله،

                                       توانیم.   نموده و بعداً حل کرده می
1 2

1 2 12
2(1 )

y y

y y y y






=

−=



−
 

معادلات  .  4- 1 لاپلاس  روشبه  دیفرانسیل  حل  روش:  تبدیل  معادلات   این  حل  برای  گسترده  طور    به 

دل  وزیکی که تغییرات زمانی یا مکانی را مائل ف به خصوص در مس  .شوند استفاده می  دیفرانسیل با شرایط اولیه

انسیل  معادلۀ دیفر  برای حل  .آورندهای مختلف را فراهم میبخشها امکان تحلیل معادله در  یلکنند، این تبد می

 (:  1388، زیر را باید اعمال کنیم)نیکوکاربا این روش، سه مرحلۀ 

 کنیم؛معادلۀ دیفرانسیل را با استفاده از تبدیل لاپلاس، به یک معادلۀ الجبری تبدیل می  مرحلۀ اول:

 آوریم؛ جواب معادلۀ الجبری را به دست می مرحلۀ دوم: 

 کنیم. با استفاده از تبدیل معکوس از جواب مرحلۀ دوم، جواب معادلۀ اصلی را پیدا می  مرحلۀ سوم:

)تبدیل لاپلاس  )f t   برابر با تابعی( )f s  از متحول جدیدS     است که با استفاده از فورمول زیر به دست

 آید. می

0

...... (3)( ) ( ) ( ) stdtL f t F f ts e
+

−  = =   

 های تحلیلیلی روشهای کُویژگی

توانند نتایج دقیقی را در  کنند و میهای دقیقی تولید میطور معمول جواب ها بهاین روش لا:دقت با  .1

 .زمینه مسائل علمی ارائه دهند 

ها نیاز به دانش عمیق ریاضی دارند و ممکن است برای حل بسیاری از این روش ی:نیاز به دانش ریاض  .2

 .نیاز داشته باشند ۀ ریاضی های پیچیدبه دانش تخصصی و تکنیکبرخی معادلات 

معادلات خطی یا ساده(  مانند    ها فقط برای معادلات خاص)برخی از این روش د:کاربر  محدودیت در .3

 .های عددی یا تقریبی استفاده کردتر باید از روشقابل استفاده هستند و برای معادلات پیچیده

واقع .4 مسائل  در  میروش ی:کاربرد  تحلیلی  پیشهای  برای  مهمی  ابزار  عنوان  به  رفتار توانند  بینی 

 ,Boyce & DiPrima)به کار روندهای طبیعی  ها و پدیدهجریانسازی دقیق  دلومو  ها  سیستم 

2001). 
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کُ طور  روشبه  بهلی،  که  هستند  قدرتمندی  ابزارهای  دیفرانسیل  معادلات  حل  برای  تحلیلی  دقیق های  طور 

های تقریبی یا عددی دارند تا در  ریاضی کمک کنند، اما گاهی نیاز به روش  ۀ شکلات پیچیدتوانند به حل مُمی

 .برسند قبولهای قابل شرایط خاص به جواب 

 های عددی حل معادلات دیفرانسیل به روش .2

پذیر نباشد،  به طریق تحلیلی به سادگی امکان معادلات حل عددی معادلات دیفرانسیل در مواردی که حل

 گیرد. صورت می

 های تقریبی دلایل نیاز به روش

ویژه در مسائل غیرخطی، حل تحلیلی  برای بسیاری از معادلات دیفرانسیل، به :ی عدم وجود حل تحلیل .1

 .ممکن نیست یا بسیار پیچیده است

زماصرفه  .2 در  میروش  :نجویی  تقریبی  بههای  جواب توانند  دهند،  سرعت  ارائه  مناسبی  تقریبی  های 

 .تری داریمها در مدت زمان کوتاهویژه زمانی که نیاز به بررسی رفتار سیستمبه

از مسائل   :هسازی پیچیددلوم .3 فِ  انجنیریبسیاری  به   انتقال حرارت  یا  زیکی، مانند جریان سیالاتو 

 .طور ساده حل کردها را بهتوان آن شوند که نمیمی  چمنت عادلات دیفرانسیل پیچیدهم

توان با انتخاب گام زمانی یا روش خاص، دقت تخمین را های عددی میدر روش م:دقت قابل تنظی .4

 .(Burden & Faires, 2010)دست آیدهایی با دقت مناسب بهل کرد تا جوابوکنتر

ها مانع از حل  کنند که پیچیدگی سیستمویژه در کاربردهای عملی جایی پیدا میهای تقریبی بهدر نهایت، روش

آن  احساس میدقیق  دیفرانسیل  و دقت در حل معادلات  به سرعت  نیاز  و  از   ذیلدر    .شودها شود  برخی  به 

 : کنیمهای تقریبی حل معادلات دیفرانسیل اشاره میروش

 معادلات دیفرانسیل به روش بسط تیلور عددی حل  .  1-2

 های حل عددی معادلات دیفرانسیل، استفاده از سلسلۀ تیلور است. معادلۀ دیفرانسیلیکی از روش

                    
0 0

(1)
( , )

( )

f x y

x y

y

y





=

=


 

خطی یا غیر خطی    yممکن است نسبت به   fرا در نظر بگیرید که معادلۀ از مرتبه اول است و در آن تابع 

باشد. هرگاه  
1 0

x x h= در این صورت   دهد،نمو یا رشد اندکی متحول را نشان می  hکه در آن  باشد    +

 بسط 

 : ( ,6201Butcher)بنابراین داریم که نویسیم. می 0xرا حول   yتیلور تابع  

                 2
0 0 0 01

1

2!
( ) ( ) ( ) ( )( ) .... (2)y y h y hy h yx x x x x+ += + = +    

چون 
1( )y x  ( از رابطه و به شرط   (1مجهول است، مشتقات آن نیز موجود نخواهند بود ولی با استفاده 

y,توان تا هر مرتبۀ دلخواه می  yو   xنسبت به   fوجود مشتقات  y   .هرگاه  و . . . . را به دست آورد

( , )y f x y f= =  :باشد، در این صورت 
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2 22 y

y y

xy yy y x

x x

xx

y f f f f f

y f f f f f f f f f

y+ +

+ + +

= =

= +


 

توانند  می  yساده باشد، مشتقات مرتبۀ بالاتر   تابعی fدهند حتی اگر تابع طور که روابط فوق نشان می همان

(  2لذا امکان استفاده از جملات با مرتبۀ بالا در سلسلۀ تیلور نیست. بنابراین بایستی سلسلۀ )  پیچیده باشند. 

این انتروال   ۀمعادلۀ دیفرانسیل در یک نقطصورت جواب  را محدود کنیم در  a,از  b      مقدار واقعی با 

م بنویسیم در این صورت  ا  k( را تا مشتق مرتبۀ  2هرگاه سلسلۀ )  .کندزیاد پیدا میخیلی  جواب، اختلاف  

  داریم که:

                   

( )

0 0 0 01 1!
( ) ( ) ( ) ( )( ) .... (3)k

k

k

h
y y h y hy yx x x x x y+ + == + + 

( در نقطۀ  1برای تعیین جواب معادلۀ )
2 1

x x h=  :کنیم. بنابراین خواهیم داشتمراحل بالا را تکرار می   +

                   

( )

1 1 1 12 2!
( ) ( ) ( ) ( )( ) .... (4)k

k

k

h
y y h y hy yx x x x x y+ + == + + 

)با تکرار روش فوق   )ny x    0را در تمام نقاطix x ih= i...,1,2,3برای    +  توانیم. تعیین کرده می  =

 K  الگوریتم روش تیلور از مرتبۀ 

)جواب تقریبی معادلۀ دیفرانسیل مرتبۀ اول  برای پیدا کردن   ),y f x y=    0با شرایط 0( )y yx =  

a,در انتروال  b   (1387)بابلیان، کنیمبه ترتیب زیر عمل می : 

a,انتروال  .1 b    را بهN  قسمت مساوی به طول
N

b a
h

−
 دهیم:تقسیم کرده و قرار می =

0 , , ( ) ( ) ,
N n na b y y a nh a nhx x x x= = = =+ + 

)1مقدار تقریبی nyبا داشتن   .2 )ny x 1nyیعنی   +  آوریم: را از فورمول زیر به دست می +

( 1)
2

1 ...... (5)

0,1,2,...., 1

, , ,
2! !

( ) ( ) ( ).... k
k

n n n n n nnn

N

k

n

h h
y h f f fy x y x y x y−

+

= −

+ += + + 

معادلۀ دیفرانسیل    مثال: 
(0) 1

y y

y

x



+

=

=
تقریبی   مقدار،  چهار  را در نظر بگیرید، با استفاده از روش تیلور مرتبۀ    

0.5( )y  0.1 کهدر صورتیراh  . دریابید باشد =

0چون  حل: 0 0,1y x= )و   = ),f x y x y=  است بنابراین داریم که:  +
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(4)

( )

( )

( )

( )

1 1

1

1

,

,

,

,

f

f

f

f

y x y x y

y x y y x y

y x y y x y

y x y y x y

=

=

=

=

=

= = +

= = +

= = +

+

+ + 

+ 

+

 

4k  اختیار نمودناین با استفاده از فورمول فوق و  بنابر 0.1hو    =  خواهیم داشت:  =

2 3

1

4

0.1 0.1

0.1

2! 3!

1.10517
4!

( ) ( )
0.1( ) (1 ) (1 )

( )
(1 ) 0.00517 0.10517

n n n n n n

n n n n

nn yy x y x y x y

x y x y

+ + + +

+ +

+ + + +

+ + +

= +



 

                         لذا
1 1.105170.00517 0.10517(0) (1) 1.11034y += + = 

              
2 1.105170.00517 0.10517(0.1) (1.11034) 1.24280y += + = 

               

3

4

5

5

1.10517

1.10517

1.10517

0.00517 0.10517(0.2) (1.24280) 1.39971

0.00517 0.10517(0.3) (1.39971) 1.58364

0.00517 0.10517(0.4) (1.58364) 1.79743

(0.5) 1.79743

y

y

y

y y

+

+

+

= + =

= + =

= + =

 =

       

 است.  0.00001حدود  5y، خطای واقعی معادلۀ دیفرانسیل در ذیل  با جوابتقریبی فوق  جواب    بعد از مقایسۀ

                                                                       
5

2 1

(0.5) 1.79744

x xy e

y y

= − −

= =
  

1k  یب روش تیلور آن است که اگرع           تابع  ، در حالت کُلی، محاسبۀ مشتقات مراتب بالاتر از دوباشد 

کنند ولی  استفاده نمی  y  رویم که از مشتقات تابعهای دیگر میشود. بنابراین، به دنبال روشبسیار مشکل می

 . (1394، )بهرامیدقتی معادل با روش تیلور دارند

 حل عددی معادلات دیفرانسیل به روش اویلر .  2-2

1kهرگاه در الگوریتم تیلور  آن است که    yیک راه اجتناب از محاسبۀ مشتقات مراتب بالاتر  قرار دهیم،     =

1        : دهدرا نتیجه می (6)تقریب  ...... (6)( )n nnn hy fy x y+ += + 

 این روش محاسبه به روش اویلر موسوم است. 

معادلۀ دیفرانسیل    مثال: 
(0) 1

y y

y

x



+

=

=
)0.5مقدار تقریبی را در نظر بگیرید، با استفاده از روش اویلر     )y  

0.1hکه را در صورتی  دریابید.   باشد  =

0چون  حل: 0 0,1y x= =   ،0.1h )و   = ),f x y x y=  است بنابراین داریم که:  +

                                               1 0.1( ) 0.1 1.1n n n nnn yy x y x y+ + = += + 
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0 0

1 1

2 2

3 3

4 4

1

2

3

4

5

0.1 1.1 0.1(0) 1.1(1) 1.1

0.1 1.1 0.1(0.1) 1.1(1.1) 1.22

0.1 1.1 0.1(0.2) 1.1(1.22) 1.362

0.1 1.1 0.1(0.3) 1.1(1.362) 1.5282

0.1 1.1 0.1(0.4) 1.1(1.5282) 1.72102

y x y

y x y

y x y

y x y

y x y

+ + =

+ + =

+ + =

+ + =

+ + =

= =

= =

= =

= =

= =

 

)50.5           است. 0.08حدود  5yشود که خطای  ملاحظه می ) 1.72102y y =  

باید بسیار کوچک باشد، ولی تحلیل    hدر حالت کُلی برای این که از روش اویلر جواب نسبتاً دقیق به دست آید،  

)تواند بسیار دور از  می nyبسیار کوچک هم باشد باز    hدهد که حتی اگر زیر نشان می )ny x  .باشد 

 
نحوۀ به دست آمدن  . 2شکل

1y  0ازy (1387)بابلیان، دهدمی را نشان . 

)مماس بر منحنی DBعمود و خط  OXبر محور AH در شکل فوق خط )y x است. در نتیجه؛ 

                                                 tantan
BC

BC h
h

  = = 

نقطۀ  yهمان  tanاما،   در 
ox    ،یعنی است. 

0 0
tan ( , )y f x y = = ،پس  .  

0 0
( , )BC h f x y=  

0                  :که داریم بنابراین 0 0 1

1

( , )BH CH BC h

BH

y f x y y

y

+= + = 



=

=
  

 است. B ، نقطۀAکند به جای به عبارت دیگر، نقطۀ که روش اویلر مشخص می

 کوتای - حل عددی معادلات دیفرانسیل به روش رونگه.  3-2  
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   تر برای معادلۀهای دقیقبرای به دست آوردن جواب
0 0( )

( ),f yy x

y yx



 =

=
توان از یک دستۀ فورمول که می،   

  یکوتا  -های رونگه فورمولاند استفاده کرد.  به دست آمدههای رونگه و کوتای  دانان آلمانی به نامتوسط ریاضی

رسند ولی در عمل به سادگی، به کمک یک وسیلۀ محاسباتی قابل استفاده ظاهراً مفصل و پیچیده به نظر می

)5های دیگر دارند و خطای آن در مجموعهستند و خطای کمی نسبت به روش )ho .است 

در عمل برای مراتب بالا قابل استفاده نیست زیرا به مشتقات مرتبۀ بالا نیاز دارد. حالت  k   تیلور مرتبۀروش          

1kخاص لذا برای   را خیلی کوچک در نظر بگیریم.   hیعنی روش اویلر نیز چندان مُفید نیست، مگر اینکه    =

  fهای مرتبۀ بالاتر  شود که در آن نیازی به محاسبه مشتقهای دیگر استفاده میحل معادله دیفرانسیل از روش

 نیست، در عین حال از دقتی در حد دقت روش تیلور و مرتبه بالا برخوردار است. 

0nو     hبرای مقدار ثابت  کوتای مرتبۀ دو :  - الگوریتم روش رونگه nhx x=  دهیم: قرار می +

1

2

1 1 2

1

............ (7)

1

2

,

,

( )

( )

( )

n n

n n

nn k k

h

h h k

y

k f

k f

y

x y

x y

+






+ +


+= +

=

=

 

n...,0,1,2عملیات فوق را برای  )3خطای آن در مجموعو  .تکرار کنید = )ho .است 

0nو    hبرای مقدار ثابت  :کوتای مرتبۀ چهار  - روش رونگه  الگوریتم nhx x=  دهیم: قرار می +

1

2

3

4

1 1 2 3

1

2

3

4
2

1 1
.......... (8)

2 2

1 1

2 2

1
2

6

,

,

,

,

( )

( )

( )

( )

( )

n n

n n

n n

n n

nn k k k k

h

h h k

h h k

h h k

y

k f

k f

k f

k f

y

x y

x y

x y

x y

+


+





+ +



+ +


+ +

+ += +

=

=

=

=

 

به نظر می پیچیده  بات قابل استفاده  رسد ولی در عمل به سادگی، به کمک وسیلۀ محاسفورمول فوق ظاهراً 

)5های قبلی دارد. و خطای آن در مجموعهستند و خطای کمی نسبت به روش )ho (1392)نیکوکار، است . 

معادلۀ دیفرانسیل    مثال: 
(0) 1

y y

y

x



+

=

=
، مقدار  کوتای مرتبۀ چهار-فاده از روش رونگه را در نظر بگیرید، با است  

)0.1تقریبی )y 0.1که را در صورتیh  دریابید.  باشد =
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 خواهیم داشت: =0n  ( و2با توجه به الگوریتم ) حل:

              

1

2

3

4

1

1
0.1 2

6

0.1(0 1) 0.1

0.1(0.05 1.05) 0.11

0.1(0.05 1.055) 0.11050

0.1(0.1 1.11050) 0.12105

( ) 1 (0.1 0.11 2 0.1105 0.12105)

k

k

k

k

y y

+

+

+

+ 

=

=

=

=

+  +

= +

=

=

=

= +

    

                                                                            

10.1( ) 1.11034y y =  

   یعنی  تابع  اقعی وبا مقدار  این مقدار  
(0.1)(0.1)

2 1

2 (0.1) 1

x xy e

y e





= − −

= − −
تا پنج رقم اعشار کاملاً سازگاری   

 دارد.

)  های ذکر شده و تعداد دفعاتی که تابعبین خطای روش مقایسه 1جدول ),f yy x=  باید حساب شود را

 . (1387)بابلیان، دهدنشان می

که   خطا نتیجه  hاندازۀ   نام روش  دفعاتی   fتعداد 

 حساب شده است

 5 0.0022 1.1081 0.02 تیلور 

 12 0.0001 1.1104 0.02 اویلر

 4 0.0000 1.11034 0.1 ی کوتا -رونگه

 

تیلور و اویلر دقت بالاتری  های  بر روش  یکوتا-مرتبۀ چهار رونگه  روششود،  مشاهده می  1گونه که در جدولهمان

 . شودمیحساب  fدهد، هم خطای این روش از بقیه کمتر است و هم دفعاتی که تابع می ارائه

  آدامز های  روشحل معادلات دیفرانسیل به  .  4-2

یک  (Adams methods) مزاهای آدهای چندگامی، به ویژه روشسازی حل معادلات دیفرانسیل به روش بهینه 

1nyایم هایی که تا کنون بررسی کردهدر روش.تکنیک مهم در حل عددی معادلات دیفرانسیل است بر حسب   +

ny  از نوع  یلها برای مسائد. به همین خاطر این روشآمبه دست می( ),f yy x=  اصولاً   آل هستند.ایده

ذخیره کرده باشیم، یک پولینوم   ه با دور اندیشیک  yو یا   yدر یک روش چندگامی با استفاده از مقادیر قبلی 

تعداد نقاط قبلی    کنیم.یابی میرونیدهیم که تابع مشتق را تقریب کند و آن را برای انتروال بعدی بتشکیل می

 کند. یعنی  در نتیجه مرتبۀ دقت فورمول حاصل را مشخص میگیرند درجۀ پولینوم و که مورد استفاده قرار می 
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                                1

1

1 1

1

( ) ( )

( ) ( ) ( )

( )

, ,

,

,

nn

nn

n n

n n

n

n

x x

x x

x

x

f y dy f y dx

dy f y dx

f y dx

y x x

x x x

x

y y

y y

+

+

+ +

+

= → =

= − =

= +







 



 

)برای به دست آوردنِ مقدار انتیگرال سمت راست، تابع   ),f yx  را با یک پولینوم از  x    که مقدار آن در

)چندین نقطۀ قبلی با مقدار   ),f yx  اگر سه نقطۀ قبلی را به کار ببریم، این  .  زنیمیکسان باشد، تقریب می

 .(1387)بابلیان، یم پولینوم از درجۀ سوم خواهد بودرا به کار ببر ۀ قبلیپولینوم از درجۀ دوم و اگر چهار نقط

برآورد  برای  و  بوده  آدامز  مرتبۀ سوم  فورمول  زیر،  )1فورمول  )nxy می  + در مجموع.  رودبکار  آن  و خطای 

4( )ho ت.اس                            ( )1 1 212
23 16 5nn n n n

h
f f fy y+ − −
− += + 

معادلۀ دیفرانسیل  مثال: 
(0) 1

y y

y

x



+

=

=
)0.6، مقدار تقریبی آدامزده از روش را در نظر بگیرید، با استفا  )y 

0.2hکه را در صورتی  دریابید.  باشد  =

)0.2برآوردهایی از  حل: )y   0.4و( )y  رو با توجه اند، از اینتک گامی حساب شدههای  قبلاً به یکی از روش

 خواهیم داشت: و فورمول آدامز   ذیل به جدول

      .(1392)حسینی، : برآوردهای مقدار تقریبی معادلۀ دیفرانسیل به روش آدامز  2جدول     

( ),f yy y xx+= = y x 

1 1 0 

1.4428 1.2428 0.2 

1.9836 1.5836 0.4 

( )1 1 212
23 16 5+ − −

− += +nn n n n

h
f f fy y 

( )
0.2

(0.6) 1.5836 23 1.9836 16 1.4428 5 1 2.0426
12

= +  −  +  =y 

(0.6)(0.6)با مقایسۀ این تقریب با مقدار واقعی تابع   2 (0.6) 1 2.04424y e= − − شود  معلوم می  =

 توان خطا را کاهش داد. می hاست. البته با کاهش  0.0018که خطا در حدود 
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اسبه کرد و با  های قبلی را محطور پیوسته گامتوان به، میآدامز  های چندگامیبرای کاهش خطا در روش •

 .آید، از خطای تجمعی جلوگیری کرددست میهای قبلی بههایی که از گامسازی و بهینه  استفاده از تصحیح

 گیری   نتیجه

طور  ها بهاین روش .  کندی م  فایا  ینقش مهم  یبیو تقر  یلیتحل  یکردها یاز رو  یریگبهره   ل،یفرانسیمعادلات د  حل  یراستا   در

نتایج    .پردازندبه تحلیل مسئله میهایی هستند که هم از منظر قواعد ریاضی و هم از جنبه محاسباتی لی شامل تکنیک کُ

   :ها عبارتند ازحاصل از این روش 

سازی در این  حل دقیق برای معادله دیفرانسیل است. بهینه های تحلیلی، هدف دستیابی به یک راهدر روش  •

های خاص  برداری از ویژگی های ریاضی پیشرفته و بهره کارگیری دانش و مهارت ها معمولاً به معنای بهروش 

 .ها را بهبود بخشدروش این  تواند هزینه زمانی، دقت و کارایی  باشد. این امر میمعادله می 

است، اما فقط   دیمُف قیدق یاضیر لیارائه جواب بسته و تحل ها،ستمیرفتار س یدرک نظر  یبرا  یلیتحل کردیرو •

 .دارد  ییاز معادلات کارا  یبخش خاص  یبرا 

های  توانند جواب که میهایی است  های تقریبی، هدف حل معادلات دیفرانسیل با استفاده از تکنیکدر روش  •

معادلات دیفرانسیل پیچیده، حتی در شرایطی    بسیاری ازها برای  این روش نزدیک به جواب دقیق را تولید کنند.  

 .تری دارندها کاربرد گسترده . به همین دلیل، این روش هستند  نباشد، قابل استفاده   پذیرامکانکه حل تحلیلی  

است و در    یضرور  یرخطیغ  ای  دهیچیحل معادلات پ  یاست، برا   رتریپذانعطاف   اری( بسی)عدد یبیتقر  کردیرو •

 دارد، اگرچه همواره با خطا همراه است.   تیارجح  یعمل  یکاربردها 

زایش دقت، پایداری  های تحلیلی و تقریبی نقش مهمی در افنشان داد که ترکیب روش تحقیق  های این  یافته،  کُلیبه طور  

ب  های معادله و شرایط مسئله، موج کند. انتخاب روش مناسب بر پایه ویژگیمعادلات دیفرانسیل ایفا می  و سرعت حل

 شود. بهبود عملکرد محاسباتی می
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